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Plan:

e Co to sg procesy kawatkami deterministyczne?
e Przyktady

e Zwigzek z potgrupami stochastycznymi

e Twierdzenie o rozktadzie

e Whnioski

Strona 2 z 36/ <@ 1 Wrad



Strona 3 z 36/

Sophie Germain 1776—1831



1. CO TO SA PROCESY KAWALKAMI DETERMINISTYCZNE?
Davis (1984).
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Proces Markowa z czasem ciggtym £(t) nazywamy kawatkami
deterministycznym, jezeli istnieje taki rosnacy cigg losowych mo-
mentow (t,,) zwanych skokami, ze realizacje procesu &(t) zde-
finiowane sg w sposdb deterministyczny w kazdym przedziale
(tnatn+1)-

Dalej zaktadamy, ze £(t) jest procesem jednorodnym w czasie.

Gtowne typy PDMP: ze zmienng dynamika, z losowymi skokami
trajektorii.

Ryszard Rudnicki and Marta Tyran-Kaminska, Piecewise Deter-
ministic Processes in Biological Models, Springer 2017.
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Uktad dynamiczny z losowymi skokami.
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2. PRZYKLADY

. Proces urodzin i Smierci.

. Ruch kangura.

. Bilard stochastyczny.

Modele cyklu komérkowego.

Ekspresja gendw.

Aktywnos$¢ neuronéw — referat Katarzyny Pichor.
Procesy biotechnologiczne (np. produkcja subtyliny).
. Indywidualne modele populacyjne.

. Procesy koagulacji i fragmentaciji.

©CONOOA LN
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Auto-regulacja

Gen |—| Gen R P .
nieakt. |< aktywny mRNA Biatka

q1
‘ HR \ wp

degradacja degradacja

Ekspresja gendw

A. Bobrowski, T. Lipniacki, K. Pichér, RR;
J. Math. Anal. Appl. 333 (2007), 753-769.

RR, A. Tomski; J. Theor. Biology 387 (2015), 54-67.
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x1 liczba molekut mRNA,

2o liczba molekut biatka,

0 QO($1,$2) 14. 0 Q1(I1,$2) j4

J 3

R

A0, MRNA 2, .
mRNA 229, hiatko 2 4.
dil?l dil?g

e Ry(t) — pray, = Pz — ppxa,

dt
v(t) = 1, gdy gen aktywny, ~(¢) = 0, gdy gen nieaktywny.
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Proces
Trudnosé: Para (z(¢), z2(t)) nie jest procesem Markowal!

Przestrzen standéw:
E=R: x {0,1}.

£(t) = (z1(t), 22(t),7(2)), t 2 0
jest procesem Markowa.

Czesciowe gestosci f;(x1, xo,t):

Pr(& € B x {i}) = [[ fi(m1, 72, t) day daa,
B

B is a podzbiér borelowskiw R, x R,,i =0, 1.
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Zofia Kowalewska 1850—-1891
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3. ZWIAZEK Z POLGRUPAMI STOCHASTYCZNYMI

(X,%,m), D={fe L': f>0, ||f]| =1} — gestosci.

Operator Markowa: P: L' — L' liniowy, P(D) C D.

Rodzine operatorow Markowa spetniajgcg warunki

(@) P(0) = Id, P(t + s) = P(t)P(s), s,t > 0,
(b) dla kazdej f € L!, funkcja t — P(t)f jest ciggta.

nazywamy poétgrupg stochastyczng lub pétgrupg Markowa.

Jesli |P(t)|| < 1iP(t)f > 0dlaf > 0,to mébwimy o péitgrupie
podstochastyczne,;.
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Jezeli jednorodny proces Markowa £(t) ma nastepujaca wia-
snos¢:

jezeli £(0) na gestos¢ fy, = £(t) na gestosc f,

to z procesem £(t) wigzemy poétgrupe stochastyczng {P(t)}~o
okres$long wzorem P(t) fo = f:.
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Wiasnosci asymptotyczne

f* € D nazywamy gestoscig niezmienniczg jesli P(t)f* = f* dla
t>0.

{P(t)} — jest asymptotycznie stabilna, jesli istnieje taka gestos¢
niezmiennicza f*, ze

Jim |P()f ~ f =0 dia feD.

{P(t)} — jest wymiatajgca ze zbioru A € ¥, jeSli

limyoo fa P(t)fdu=0 dla fe D.
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{P(t)} — czeSciowo catkowa jesli istnieje t > 0, q(t,z,y) > 0
/ / (t, z,y) m(dx)m(dy) > 0
P@)f(x) > [alt,z,y)f(y)m(dy) dla feD. (1)

Twierdzenie 1. Niech {P(t)}:~, bedzie czesciowo catkowg pot-
grupa stochastyczng. Zaktadamy, ze potgrupa {P(t)}:~o ma do-
ktadnie jedng gestosc¢ niezmienniczg f.. Jezeli f, > 0, to potgrupa
{P(t)}>0 jest asymptotycznie stabilna.

K. Pichor i RR, J. Math. Anal. Appl. (2000).
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4. TWIERDZENIE O ROZKLADZIE

Warunek (K)
X metryczna osrodkowa, ¥ = B(X),
q(t,x,y) >0

P(t)f(z) > [q(t,z,y)f(y)m(dy) dla feD.

(K) dla kazdego iy, € X istniejg takie » > 0, t > 0, i funkcja n > 0,
ze [ndm >0

q(t, ,y) 2 n(x)1py,r)(Y)- (2)
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{P(t)}+=0 nieredukowalna jesli /5° P(t)fdt > 0 p.w.dla f € D.

Twierdzenie 2 (RR1995). Zaktadamy, ze potfgrupa stochastycz-
na spetnia (K) i jest nieredukowalna. Jezeli pofgrupa nie ma ge-
stosci niezmienniczej, to jest wymiatajgca ze zbiorow zwartych.

Whniosek 1. Jezeli { P(t)}+~ spetnia (K) i jest nieredukowalna, to
zachodzi alternatywa Foguela: {P(t)}:~ jest albo asymptotycz-
nie stabilna, albo wymiatajgca ze zbiorow zwartych. W szczegdl-
nosci, gdy X — jest przestrzenig zwarta, to { P(t)};~o jest asymp-
fotycznie stabilna.
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Twierdzenie o rozkiadzie

K. Pichér i RR; J. Math. Anal. Appl. (2016) — dla potgrup stocha-
stycznych

K. Pichér i RR; Stochastics and Dynamics (2018) — dla pétgrup
podstochastycznych
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Twierdzenie 3. Zaktadamy, ze zachodzi warunek (K), wtedy ist-
niefe taki

przeliczalny (moze by¢ pusty) zbior I,

oraz dodatnie i ciggte funkcjonaty o, i € I,

I gestosci niezmiennicze f;,i € I,

0 parami roztgcznych nosnikach A;,

ze dla dowolnej gestosci f i kazdego zbioru zwartego F mamy

lim (114, P()f — il HFN =0,

lim Pt)f(x)m(dx) =0, Y =X\ U A4,.

t—oo JEFNY iel

Uwaga. A, N A; =0dlai#j.
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Twierdzenie o rozktadzie - idea dowodu
Najpierw dowodzimy wersje dla podstochastycznych operatorow:

Twierdzenie 4. Jesli zachodzi (K) to:
Istniefg takie przeliczalne parami roztgczne zbiory A;, ze P jest
asymptotycznie okresowy na A; i

lim /FmY P'f(x)ym(dz) =0, Y =X\ U A.

N—00 .
el
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S jest okresowy jesli istnieje cigg gestosci hy, ..., h; 0 roztgcz-
nych noénikach B;, Sh; = hj.1, Shy = h1, 1.5 = SQ, gdzie

k
Qf: ;O‘z hz; 04@ / f

P jest asymptotycznie okresowy na A; jesli istnieje projekcja
R;: LY(X) — L'(A;) i taki okresowy operator S; na L*(4;) , ze

Tim [|14,P"f — SPRif || = 0.
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Przestrzen X moze by¢ podzielona na dwie czesci: C — czesé
konserwatywna) i D — czesSc¢ dyssypatywna:.

C={zeX: Y P'fz)=c0}, D=X\C,
n=0

Gdzie f jest gestoscigz f > 0 p.w.
Problem: Operator (pétgrupa) moze nie by¢ ani konserwatywny,
ani dyssypatywny.

1. Konstruujemy taki operator P, ze P i P maja te¢ sama cze$¢
konserwatywng C,

E|L1(C) - P|Lj(0)5 P‘Ll(D) > P‘Ll(D)J

P(D) C Di P spetnia (K).
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Operator P jest Harrisa jesli P jest konserwatywny, m(X) = 1, i
Jx 2 Falw,y)mldy) >0 @ = pav, (3)

gdzie k, jest jadrowg czesScig P".

Strona 26 z 36 <@ 1 Wrad



2. Sprawdzamy, ze P| ri(c) jest operatorem Harissa.

3. Znajdujemy taka mierzalng funkcje h > 0, ze Ph < hi f[ph < o
dla zbiorow zwartych F.

Uwaga: Jesli P jest dyssypatywny, f. = 22, P"f, t0 f. < oo i
Pf. < f..

Jesli P jest operatorem Harrisa to istnieje taka mierzalna funkcja
h,ze 0 < h <ooi Ph=h.
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4. Stosujemy rezultaty dotyczgce operatorow Harrisa dla poka-
zania asymptotycznej okresowosci i wymiatamia

5. W przypadku pétgrupy pokazujemy, ze asyptotyczna okreso-
wos¢ implikuje asymptotyczng stabilnoseé.

Problem: Potgrupa stochastyczna { P(¢)} moze spetnia¢ warunek
(K) cho¢ zaden z operatorow P(t) warunku (K) nie spetnia.
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5. WNIOSKI

(K) = istniejg: dodatnie i ciggte funkcjonaty «; i gestosci nie-
zmiennicze f, i € I o parami roztgcznych nosnikach A;,
ze dla dowolnej gestosci f i kazdego zbioru zwartego F' mamy

Tim |14, P()f — ai( ) f]] =0,

lim Pt)f(x)m(dz) =0, Y =X\ U A4

t—oo JFNY iel

Stwierdzenie 1. Zaktadamy (K) i ze {P(t)};~, nie ma gesto-
sci niezmienniczej. Wtedy { P(t) }+> jest wymiatajgca ze zbiorow
zwartych.
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Warunek (1) - staba nieredukowalnos¢

Istnieje taki punkt zy € X, ze dla kazdego ¢ > 0 i dla kazdej
gestosci f mamy

/ P(t m(dz) >0 dlapewnegot =t f)>0. (4)

J’oz’f

Stwierdzenie 2. Jesli zachodzg warunki (K) i (I), to istnieje co
najwyzej jedna gestosSc niezmiennicza dla pofgrupy.

W szczegdlnosci jesli X jest zbiorem zwartym, to pofgrupa jest
asymptotycznie stabilna.
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Warunek (T) -staba $cistosé
Istnieje takie x > 0, ze

glell}hﬂilp /F P(t)f(x)m(dz) > K (5)

dla f € Dy, gdzie D, jest gestym podzbiorem D i F jest rodzing
zbiorow zwartych w X.

Twierdzenie 5. Niech {P(t)}:~, bedzie pofgrupg stochastyczna.
Zaktadamy, Ze { P(t) }+~o spetnia warunki (K), (1) i (T). Wtedy pot-
grupa { P(t) }+~, jest asymptotycznie stabilna.
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Zastosowania do procesow z przetgczang dynamikg — jak spraw-
dzi¢ (K)?

Uktad sktada sie z k potokéw, =, ktére sg rozwigzaniami réwnan
ré6zniczkowych =’ = b'(z) w G C R? Funkcje przejscia ¢;;(x) sa
ciggte i dodatnie.

(warunek Hormandera) Jesli wektory

b*(yo) — b (o), - - -, b (o) — b (w0),
[0, 07) (o) 1<ij<ts [, 07, 0] (W0)1<ijuisk, - - -

rozpinajg przestrzen RY, to (K) zachodzi dla .
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Zaktadamy, ze G jest zbiorem ograniczonym (mozna ostabic) i
istnieje =y € G i iy € I takie, ze startujgc z dowolnego stanu
(z,i) € X jesteSmy w stanie doj$¢ dowolnie blisko (z,iy) za po-
mocg by a "tgcznego" potoku i warunek Hérmandera zachodzi
dla xy. To pétgrupa {P(t) }+~o jest asymptotycznie stabilna
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